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Введение

Многочлены Бернштейна являются, по-видимому, исторически пер-

вым примером конструктивного доказательства теоремы Вейерштрасса

о плотности подпространства многочленов в пространстве непрерывных

функций C[0, 1] [3], другими словами, справедлива следующая теорема.

Теорема 1 (Вейерштрасса) Для любой непрерывной функции f(x) на

интервале [a, b] и для ϵ > 0 существует многочлен p(x) такой что

|f(x)− p(x)| ≤ ϵ для всех x ∈ [a, b].

Многочлены Бернштейна широко применяются для задач аппрокси-

мации функций наравне с другими методами (например, методом наи-

меньших квадратов) и играют важную роль в компьютерной графи-

ке, поскольку являются одной из форм аналитической записи кривых

Безье [2], рассчитываемых алгоритмом де Кастельжо. В последнее вре-

мя появились многочисленные приложения многочленов Бернштейна в

области математической статистики, машинного обучения и нейронных

сетей [18, 19, 20, 21, 22].

Количество методов вычисления многочленов Бернштейна весьма зна-

чительно, для примера укажем методы матриц Паскаля [15] и быстрого

преобразования Фурье [16]. В данной работе представлен новый метод вы-

числения многочленов Бернштейна с помощью многочленов Кравчука и

преобразования Мак-Вильямс.

Многочлены Кравчука и преобразование Мак-Вильямс известны в

алгебраической теории кодирования, криптографии и теории вероятно-

стей [4, 17].

Целью данной работы является доказательство нового метода вычис-
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ления многочленов Бернштейна и исследование возможных его приложе-

ний. Для достижения цели, поставленны следующие задачи:

1. Ввести необходимые определения.

2. Предложить новый подход к вычислению многочленов Бернштейна и

дать ему обоснование.

3. Исследовать возможность его приложения к вычислению многочле-

нов Чебышева.

4. Реализовать предложенный метод в системах компьютерной алгебры

Wolfram Mathematica и SageMath.

5. Представить возможные направления применения предложенного

метода в других областях.

Работа состоит из двух частей. В первой приводятся основные опреде-

ления и дается обоснование нового метода. Во второй части исследуется

приложение этого метода к многочленам Чебышева первого рода.

В ходе работы использовались системы компьютерной алгебры

Wolfram Mathematica и SageMath. Программный код находится в При-

ложение. Для работы с Wolfram Mathematica и SageMath были использо-

ванны следующие учебные пособия [7, 10, 8].

Литература, использованная при подготовке работы, приведена в биб-

лиографическом списке.
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— Биномиальные коэффициенты обладают удивительно

большой выразительной силой.

Ю. В. Матиясевич, [13].

Многочлены Бернштейна и преобра-
зование Мак-Вильямс

1.1 Необходимые определения

Значение функции f(x) при некотором выделенном значении аргумен-

та часто называется отсчетом функции f(x) в этой точке. Приведем

классическое определение многочлена Бернштейна, для вектора отсчетов

функции f(x) на промежутке [0, 1].

Определение 1 Пусть f(x) ∈ C[0, 1]. Многочленом Бернштейна

Bn(f ; x) степени n для вектора отсчетов (f(0), f(1/n), . . . , f(1)) на рав-

номерной сетке xr = r/n, r = 0, 1, . . . , n называется многочлен

Bn(f ; x) =
n∑

r=0

(
n

r

)
frx

r(1− x)n−r, (1.1)

где fr = f(xr). Произведения
(
n
r

)
xr(1− x)n−r называются базисными мно-

гочленами Бернштейна или многочленами Безье.

Аппроксимационное свойство этих многочленов выражает следующая

теорема [11].

Теорема 2 (Бернштейн) Если f(x) непрерывная функция на проме-

жутке [0, 1], то при n → ∞ последовательность многочленов Bn(f ; x)

сходится равномерно на промежутке [0, 1] к функции f(x).

Для иных промежутков необходимо воспользоваться линейной заменой

аргумента функции. Для целей настоящей работы введем новую перемен-

ную
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t = 2x− 1 т. е. x =
t+ 1

2
. (1.2)

Легко видеть, что при такой замене промежуток [0, 1] переходит в про-

межуток [−1, 1]. Формула (1.1) в соответствии с заменой (1.2) преобразу-

ется к виду

Bn(f ; t) =
1

2n

n∑
r=0

(
n

r

)
fr(1 + t)r(1− t)n−r, (1.3)

где (fr) = (f(tr))r=0, ..., n — (n + 1)-вектор отсчетов функции f в точках

tr =
2r−n
n , r = 0, . . . , n.

Определение 2 Коэффициенты при степенях z в многочлене

(1 + z)n−r(1 − z)r являются многочленами от r; они называются

многочленами Кравчука порядка n [4]:

(1 + z)n−r(1− z)r =
n∑

s=0

K(n)
s (r) zs. (1.4)

Так как

(1 + t)r(1− t)n−r = (1 + t)n−(n−r)(1− t)n−r,

то формула (1.3), учитывая (1.4), преобразуется к следующему виду

Bn(f ; t) =
1

2n

n∑
r=0

(
n

r

)
fr

n∑
s=0

K(n)
s (n− r)ts, (1.5)

так как
(
n
r

)
=
(

n
n−r

)
, изменив порядок суммирования, получим оконча-

тельно

Bn(f ; t) =
1

2n

n∑
s=0

(
n∑

r=0

(
n

r

)
fn−rK

(n)
s (r)

)
· ts, (1.6)

что и представляет собой разложение многочлена Бернштейна по степе-

ням переменной t.

В следующем разделе мы укажем замкнутую форму для коэффициен-

тов при ts в (1.6), используя определение преобразования Мак-Вильямс,

широко применяемого в теории кодирования.
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1.2 Матрицы Мак-Вильямс и преобразование Мак-

Вильямс

Определение 3 Квадратная (n+ 1)× (n+ 1)-матрица Mn, где

(Mn)ij = K
(n)
i (j), 0 ≤ i, j < n (1.7)

называется матрицей Мак-Вильямс [5].

Для любого вектора-столбца u = (u0, u1, . . . , un)
T размерности (n+1)

его преобразованием Мак-Вильямс порядка n называется произведение

вида

Mn = Mn u.

Из свойств многочленов Кравчука ([4], [5]) выводятся свойства матриц

Мак-Вильямс. Приведем здесь некоторые из этих свойств.

Пусть C = diag
((

n
0

)
,
(
n
1

)
, . . . ,

(
n
n

))
, I — единичная матрица. Тогда верны

следующие соотношения:

1. Явная формула: K(n)
s (r) =

∑s
l=0(−1)l

(
n−r
s−l

)(
r
l

)
.

2. Свободный член многочлена Кравчука: K(n)
r (0) =

(
n
r

)
.

3. Ортогональность:
∑n

i=0

(
n
i

)
K

(n)
r (i)K

(n)
s (i) = 2n

(
n
r

)
δr, s, т.е.

MnCMT
n = 2nC.

4. Инволютивность:
∑n

i=0K
(n)
r (i)K

(n)
i (s) = 2nδr, s, т.е.

M 2
n = 2n I и M−1

n = 1
2nMn.

5. Формула взаимности:
(
n
r

)
K

(n)
s (r) =

(
n
s

)
K

(n)
r (s), т.е.

MT
n = C−1MnC.

Испльзуя явную формулу для многочленов Кравчука, построим приме-

ры матриц Мак-Вильямс (для их построения использовалась программа

из раздела приложения Python/SageMath под номером 2).
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Пример 1 Матрицы Мак-Вильямс порядков n = 1, . . . , 4:

M0 = [1], M1 =

[
1 1

1 −1

]
, M2 =


1 1 1

2 0 −2

1 −1 1

 ,

M3 =


1 1 1 1

3 1 −1 3

3 −1 −1 3

1 −1 1 −1

 , M4 =



1 1 1 1 1

4 2 0 −2 −4

6 0 −2 0 6

4 −2 0 2 −4

1 −1 1 −1 1


.

Пусть βf =
((

n
r

)
· fn−r

)T
r=0, ..., n

— вектор-столбец отсчетов функции f ,

взятых с биномиальным весом и Tn(f) — вектор коэффициентов много-

члена Бернштейна Bn(f ; t) в базисе ts.

Тогда легко видеть, что с помощью введенных обозначений, форму-

ла (1.6) представляется в виде

Bn(f ; t) =
n∑

s=0

(Tn(f))st
s. (1.8)

что позволяет представить вектор коэффициентов многочлена Бернштей-

на как

Tn(f) =
1

2n
Mn

βf = M−1
n

βf, (1.9)

Предыдущие наши рассмотрения можно сформулировать в виде следу-

ющего предложения.

Предложение 1 (n + 1)—мерный вектор коэффициентов многочлена

Бернштейна Tn(f) является преобразованием Мак-Вильямс вектора от-

счетов функции f , взятых с биномиальным весом, и деленных на два в

степени n.

1.3 Пирамида Паскаля-Мак-Вильямс

В этом разделе мы покажем, что совокупность матриц Мак-Вильямс

можно наглядно представить в виде четырехгранной пирамиды, горизон-
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тальные сечения которой суть матрицы Mn, причем каждое такое сечение

представляет собой алгебраическую сумму сдвигов предыдущего сечения,

подобно тому, как это имеет место для строк треугольника Паскаля, что

и оправдывает название этой пирамиды [1].

Для такого представления мы используем результаты работы [5]. Вве-

дем следующие обозначения, которые используются в указанной работе.

Определение 4 Для любой матрицы A, определим ее окаймленную ну-

лями матрицу |A, где горизонтальная (вертикальная) черта понимает-

ся как строка (столбец) из нулей:

|A =


0 0 . . . 0

0
... A

0

 .

Обозначения A|, |A и A| имеют аналогичный смысл.

В этих обозначениях конструкция пирамиды Паскаля-Мак-Вильямс

представлена следующей теоремой.

Теорема 3 Для матриц Мак-Вильямс Mn верно следующее рекуррент-

ное соотношение (подробное доказательство содержится в [5, p. 7])

Mn+1 =
(
Mn|+Mn|+ |Mn − |Mn

)
·diag(1, 1/2, . . . , 1/2, 1), n ≥ 0, M0 = [1].

(1.10)

Пример 2 Приведем матрицы Мак-Вильямс от первого до четвертого

порядка из примера 1, вычисляя их по формуле (1.10):

M0 = [1];

M1 =

([
1 0

0 0

]
+

[
0 0

1 0

]
+

[
0 1

0 0

]
−

[
0 0

0 1

])
·

[
1 0

0 1

]
=

[
1 1

1 −1

]
;
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M2 =



1 1 0

1 −1 0

0 0 0

+


0 0 0

1 1 0

1 −1 0

+


0 1 1

0 1 −1

0 0 0

−


0 0 0

0 1 1

0 1 −1


 ·

·


1 0 0

0 1
2 0

0 0 1

 =


1 1 1

2 0 −2

1 −1 1

 ;

M3 =



1 1 1 0

2 0 −2 0

1 −1 1 0

0 0 0 0

 +


0 0 0 0

1 1 1 0

2 0 −2 0

1 −1 1 0

+


0 1 1 1

0 2 0 −2

0 1 −1 1

0 0 0 0

−

−


0 0 0 0

0 1 1 1

0 2 0 −2

0 1 −1 1


 ·


1 0 0 0

0 1
2 0 0

0 0 1
2 0

0 0 0 1

 =


1 1 1 1

3 1 −1 3

3 −1 −1 3

1 −1 1 −1

 .

Для больших вычислений может быть использована программа из раз-

дела приложения Wolfram Mathematica под номером 3

1.4 Заключительные замечания

1. Предложение 1 можно переформулировать следующим образом.

Предложение 2 Пусть Vn = Z2 ⊕ · · · ⊕ Z2, есть диадная группа

размерности n, т. е. n-мерное векторное пространство над полем

Z2. Пусть, также, f : Vn → R вещественнозначная функция на

этом пространстве, определенная формулой:

∀v ∈ Vn f(v) = f(|v|) = fk, (1.11)

где k = |v| есть вес Хэмминга вектора v, 0 ≤ k ≤ n.

Из чего следует, что нахождение коэффициентов многочлена Берн-

штейна Tn(f) функции отсчетов fr = {f(−1), . . . , f(1)}, r = 0, . . . , n

на промежутке [−1, 1] является задачей дискретного гармонического
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анализа на диадной группе Vn, поскольку многочлены Кравчука K
(n)
r

в свою очередь суть преобразования Фурье (или по-другому, преоб-

разования Адамара) на группе Vn характеристических функций сфер

Хэмминга

Sr = {v ∈ Vn | |v| = r}, 0 ≤ r ≤ n.

Подробнее о таких методах написано в [6, 9, 26].

2. Аналогично тому, что треугольник Паскаля можно рассматривать,

как результат последовательных состояний некоторого одномер-

ного линейного клеточного автомата [1, 23], пирамиду Паскаля-

Мак-Вильямс также можно интерпретировать как результат рабо-

ты подобного, но уже двумерного, автомата [24], что в свое время

(2004) было представлено научным руководителем автора настоя-

щей работы в Wolfram Library Archive: https://library.wolfram.

com/infocenter/MathSource/5223/. Современная версия програм-

мы, разработанная автором, представлена в Приложение.
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Приложение метода к вычислениям
многочленов Чебышева

2.1 Многочлены Чебышева

В этом разделе мы покажем пример приложения представленного под-

хода применительно к многочленам Чебышека первого рода Tn(t).

Определение 5 Многочленом Чебышева первого рода называется мно-

гочлен Tn(t) степени n такой что

Tn(cosα) = cosnα.

В статье [14] приводится следующая формула

Tn(t) = (2n− 1)!!
n∑

k=0

(−1)n−k

(2k − 1)!!(2n− 2k − 1)!!
bk, n(t). (2.1)

Данная формула позволяет сформулировать следующее предложение

Предложение 3

Tn(t) =
1

2n

n∑
s=0

(
n∑

k=0

(−1)k
(
2n

2k

)
K(n)

s (k)

)
ts.

Доказательство.

Напомним, что произведение
(
n
r

)
xr(1− x)n−r называется базисным мно-

гочленом Бернштейна. Обозначим его как bn,r. Тогда из (1.6)

bn,r =
1

2n

(
n

r

) n∑
s=0

K(n)
s (r)ts. (2.2)
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Подставив формулу (2.2) в (2.1) получаем

Tn(t) = (2n− 1)!!
n∑

k=0

(−1)n−k

(2k − 1)!!(2n− 2k − 1)!!

(
1

2n

(
n

k

) n∑
s=0

K(n)
s (n− k)ts

)
.

(2.3)

Поскольку для любого четного n = 2k имеет место n!! = 2kk!

и, очевидно, n!! = n!
(n−1)!! =

(n+1)!
(n+1)!!, то для n = 2k − 1 будем иметь

n!! =
(2k)!

2kk!
. (2.4)

Формула (2.3) с учетом (2.4) преобразуется следующим образом

Tn(t) =
(2n)!

2nn!

n∑
k=0

(−1)n−k

(2k)!
2kk!

(2n−2k)!
2n−k(n−k)!

1

2n
n!

k!(n− k)!

n∑
s=0

K(n)
s (n− k)ts =

=
(2n)!

2nn!

n∑
k=0

(−1)n−k2
kk!2n−k(n− k)!

(2k)!(2n− 2k)!

1

2n
n!

k!(n− k)!

n∑
s=0

K(n)
s (n− k)ts =

=
(2n)!

2n

n∑
k=0

(−1)n−k 1

(2k)!(2n− 2k)!

n∑
s=0

K(n)
s (n− k)ts =

=
1

2n

n∑
k=0

(−1)n−k

(
2n

2k

) n∑
s=0

K(n)
s (n− k)ts.

При замене k на n− k получим

Tn(t) =
1

2n

n∑
s=0

(
n∑

k=0

(−1)k
(
2n

2k

)
K(n)

s (k)

)
ts. (2.5)

□

Программа под номером 5 из раздела приложения Python/SageMath

может быть использована для вычисления многочленов Чебышева перво-

го рода.

Имеет место следующее следствие предложения 3.

Следствие 1 Для простого числа p > 2 и любого x ∈ Z

Tp(x) ≡ x mod p. (2.6)
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Следствие 1 имеет важное значение в криптографии, поскольку суще-

ствуют системы, использующие многочлены Чебышева. Подобный пред-

ставленному обзор связей мночленов Чебышева и тестов на простоту чи-

сел представлены в работах [25, 27]. Подобные факты и гипотезы собраны

проектом Primus: projectprimus.wordpress.com.

14
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Заключение
В ходе выполнения работы были достигнуты следующие результаты:

1. Разработан новый подход для вычисления коэффициентов многочле-

нов Бернштейна.

2. Представлены приложения разработанного подхода.

3. Показаны возможные приложения представненного подхода в крип-

тографии, теории апроксимации, разработках в области искусствен-

ного интеллекта и т.д.

4. Разработаны программы для вычисления матриц Мак-Вильямс и со-

здания демонстрационного материала по теме исследований.

Результаты работы были представлены на конференции Polynomial

Computer Algebra 2023 в Санк-Петербурге и опубликованы в тезисах кон-

ференции [12].

В дальнейшем планируется обобщить представленный подход для мно-

гомерного случая и применения в области гармонического анализа.
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Приложение

3.1 Wolfram Mathematica

В приложении содержится код программ, разработанных автором в хо-

де исследования. К каждому листину приводится короткий пояснитель-

ный комментарий.

1. Определение базисного многочлена Бернштейна.

’Bernstein polynomial’

bb [n_, k_, t_ ] := Binomial [ n , k ] t ^(n − k ) (1 − t )^k ;

2. Аппроксимация функции многочленом Бернштейна

’Approximation by Bernstein polynomials’

s = N[Expand [Sum[ f [ i /n ]
*

bb [ n , i , t ] , { i , 0 , n } ] ] ] ;

s = s / . { t −> (1 − t ) }

3. Построение матриц Мак-Вильямс с помощью пирамиды Паскаля-

Мак-Вильямс

’MW function’

MW[n_ / ; n >= 1 ] :=

Module [ {MW, M} ,

MW[ 1 ] = {{1 , 1} , {1 , −1}};

M = MW[ 1 ] ;

For [ i = 2 , i <= n , i ++,

M = ArrayPad [M, {0 , 1} ] + ArrayPad [M, {{1 , 0} , {0 , 1}} ] +

ArrayPad [M, {{0 , 1} , {1 , 0}} ] − ArrayPad [M, {1 , 0 } ] ;

M[ [ All , 2 ; ; −2]] = Bi tSh i f tR igh t [M[ [ All , 2 ; ; −2] ] , 1 ] ;

] ; M] ;

4. Аппроксимация функции матрицой Мак-Вильямс
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’Approximation by MacWilliams matrices’

vec f [ f_ , n_Integer ] :=

MW[ n ] . ( 1 / 2 ^ n
*
Table [ Binomial [ n , r ]

*
f [ ( 2 r ) /n − 1 ] , {r , n , 0 , −1}])

;

MWApprox[ f_ , n_Integer ] := vec f [ f , n ] . Table [ x^s , {s , 0 , n } ] ;

5. График аппроксимации

’Plot of approximation’

ShowMWApprox [ f_ ,

n_Integer ] := {Legended [

Show [ Plot [ f [ x ] , {x , −1, 1} , AxesLabel −> {" t " , " f ( t ) " } ,

PlotStyle −> Blue ] ,

Plot [MWApprox[ f , n ] , {x , −1, 1} , AxesLabel −> {" t " , " f ( t ) " } ,

PlotStyle −> Red ] , AxesLabel −> {" t " , " f ( t ) " } ] ,

SwatchLegend [ { Blue , Red} , {" f " , " Bernf " } ] ] ,

Legended [Show [

Plot [Abs [ f [ x ] − MWApprox[ f , n ] ] , {x , −1, 1} , PlotStyle −> Purple
] ,

AxesLabel −> {" t " , " f ( t ) " } , GridLines −> Automatic ] ,

SwatchLegend [ { Purple} , {" Inaccurancy " } ] ] }

6. Матрицы Мак-Вильямс по модулю некоторого целого числа

’MacWilliams modulo’

MWModulo[n_ / ; n >= 0 , m_ / ; m >= 0 ] := Module [ {MW, M} ,

MW[ 0 ] = {1} ;

MW[ 1 ] = {{1 , 1} , {1 , −1}};

M = MW[ 1 ] ;

s = {1 , 1} ;

For [ i = 2 , i <= n , i ++,

s = Insert [ s , Round [ (m + 1) / 2 ] , 2 ] ;

M = ( ArrayPad [M, {0 , 1} ] + ArrayPad [M, {{1 , 0} , {0 , 1}} ] +

ArrayPad [M, {{0 , 1} , {1 , 0}} ] − ArrayPad [M, {1 , 0 } ] ) .

DiagonalMatrix [ s ] ;

M = Mod[M, m] ;

] ; M] ;

7. Визуализация матриц Мак-Вильямс

’Vizualization of MacWilliams matrices modulo m’

hubr [x_] :=

Hue [ I f [ 0 <= x < 0 . 5 , 0 . 77 , 0 . 4 1 4 ] (1 − x ) , 1 ,
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I f [ 0 <= x < 0 . 1 , 5 x + 0 . 5 , I f [ 0 . 9 < x <= 1 , −5 x + 5 . 5 , 1 ] ] ]

VizualMWModulo [n_, m_] := Module [ {P} ,

P = Mod[MWModulo[ n , m] , m] /m;

Image [Map[ hubr , P , {2} ] , ImageResolution −> 1000 ] ]

3.2 Python/SageMath

1. Явная формула многочленов Кравчука

’Krawtchouk polynomials’

def krawtchouk (x , s , n ) :

return sum( [ ( ( −1)
**

l )
*

binomial (n − x , s − l )
*

binomial (x , l )

for l in range (0 , s+1) ] )

2. Построение матриц Мак-Вильямс с помощью явной формулы для

многочленов Кравчука

’MacWilliams mactrices’

def MW(n : int , p : int ) :

mw = matrix (ZZ , n+1, n+1, 0)

for i in range (0 , n+1) :

for j in range (0 , n+1) :

mw[ i , j ] = mod( krawtchouk ( i , j , n ) , p )

return mw

3. Скрипт для создания видео матриц Мак-Вильямс

’Makevideo.py’

#!/ usr / b in /env python3

import os , glob , time

import sys

from mul t i p ro c e s s i ng import Process

def save (n , name) :

while len ( g lob . g lob ( "
*

. png" ) ) < n :

print (round(100
*

len ( g lob . g lob ( "
*

. png" ) ) /(n−1) ) , "%" )

time . s l e e p ( 0 . 2 )

# os . system (" c l e a r ")

i f len ( g lob . g lob ( "
*

. png" ) ) >= n−1:
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return

def makeMWs( n0 , n1 , p) :

i f len ( g lob . g lob ( "
*

. png" ) ) > 0 :

os . system ( "rm
*

. png" )

os . system ( f " . /mws . py {n0} {n1} {p}" )

def main ( argv ) :

p1 = Process ( t a r g e t = makeMWs, args=(sys . argv [ 1 ] , sys . argv [ 2 ] ,

sys . argv [ 3 ] ) )

p2 = Process ( t a r g e t = save , args=( int ( sys . argv [ 2 ] ) , sys . argv [ 4 ] ) )

p2 . s t a r t ( )

p1 . s t a r t ( )

p1 . j o i n ( )

p2 . j o i n ( )

os . system ( " s i p s −Z 320 hue_
*

. png" )

os . system ( f " ffmpeg −r 1 − i %01d . png −vcodec mpeg4 −y { sys . argv

[ 4 ] } . mp4" )

os . system ( f " ffmpeg −r 1 − i hue_%01d . png −vcodec mpeg4 −y hue{ sys .

argv [ 4 ] } . mp4" )

os . system ( "rm
*

. png" )

os . system ( f "open { sys . argv [ 4 ] } . mp4" )

i f __name__ == ’__main__ ’ :

main ( sys . argv )

4. Скрипт для создания кадров из матриц Мак-Вильямс

’mws.py’

#!/ usr / b in /env sage −python

from sage . a l l import
*

from sage . r e p l . image import Image

from music21 import note , stream

import sys

def diagonal_matrix ( arr , n ) :

m = matrix (ZZ , [ 1 ] + (n−1)
*

[ 0 ] )
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for i in range (1 , n ) :

m = m. insert_row ( i , [ I n t e g e r (0 ) ]
*

i + [ I n t eg e r ( a r r [ i ] ) ] + [

In t e g e r (0 ) ]
*

(n − i − 1) )

return m

def _MW(n , p) :

mw = matrix (ZZ , [ [ 1 , 1 ] , [ 1 , −1] ] )

for i in srange (2 , n+1) :

mw = ( (mw. insert_row ( i , [ I n t eg e r (0 ) ]
*

i ) ) . t ranspose ( ) .

insert_row ( i , [ I n t eg e r (0 ) ]
*

( i +1) ) . t ranspose ( ) +\

(mw. insert_row (0 , [ I n t e g e r (0 ) ]
*

i ) ) . t ranspose ( ) . insert_row ( i ,

[ I n t eg e r (0 ) ]
*

( i +1) ) . t ranspose ( ) +\

(mw. insert_row ( i , [ I n t e g e r (0 ) ]
*

i ) ) . t ranspose ( ) . insert_row (0 ,

[ I n t eg e r (0 ) ]
*

( i +1) ) . t ranspose ( ) −\

(mw. insert_row (0 , [ I n t e g e r (0 ) ]
*

i ) ) . t ranspose ( ) . insert_row (0 ,

[ I n t eg e r (0 ) ]
*

( i +1) ) . t ranspose ( ) )

mw = mw
*

diagonal_matrix ( [ 1 ] + ( [ round ( ( p+1)/2) ]
*

( i −1) ) +

[ 1 ] , i +1)

matrix_plot ( matrix ( IntegerModRing (p) , mw) , cmap=’magma ’ ) . save

( f ’ { i } . png ’ , dpi =250)

return matrix ( IntegerModRing (p) , (mw
*

diagonal_matrix ( [ 1 ] + ( [

round ( ( p+1)/2) ]
*

( n−1) ) + [ 1 ] , n+1) ) )

def hu( x ) :

return 0 .77 i f 0 <= x < 0.5 else 0 .414

def br ( x ) :

return 5
*

x + 0 .5 i f 0 <= x < 0.1 else −5
*

x + 5 .5 i f 0 .9 < x

<= 1 else 1

def hrbr (n , p) :

mw = matrix (ZZ , [ [ 1 , 1 ] , [ 1 , −1] ] )

for i in range (2 , n+1) :

mw = ( (mw. insert_row ( i , [ I n t eg e r (0 ) ]
*

i ) ) . t ranspose ( ) .

insert_row ( i , [ I n t eg e r (0 ) ]
*

( i +1) ) . t ranspose ( ) +\

(mw. insert_row (0 , [ I n t e g e r (0 ) ]
*

i ) ) . t ranspose ( ) . insert_row ( i ,

[ I n t eg e r (0 ) ]
*

( i +1) ) . t ranspose ( ) +\

(mw. insert_row ( i , [ I n t e g e r (0 ) ]
*

i ) ) . t ranspose ( ) . insert_row (0 ,

[ I n t eg e r (0 ) ]
*

( i +1) ) . t ranspose ( ) −\

(mw. insert_row (0 , [ I n t e g e r (0 ) ]
*

i ) ) . t ranspose ( ) . insert_row (0 ,

[ I n t eg e r (0 ) ]
*

( i +1) ) . t ranspose ( ) )

mw = mw
*

diagonal_matrix ( [ 1 ] + ( [ round ( ( p+1)/2) ]
*

( i −1) ) +
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[ 1 ] , i +1)

img = Image ( ’RGB’ , ( i +1, i +1) )

p i x e l s = img . p i x e l s ( )

for j in range (0 , i +1) :

for k in range (0 , i +1) :

H = hue (hu( int (mod(mw[ j , k ] , p ) ) /p)
*

(1 − int (mod(mw

[ j , k ] , p ) ) /p) , 1 , br ( int (mod(mw[ j , k ] , p ) ) /p) )

p i x e l s [ j , k ] = ( int (round(255
*

H[ 0 ] ) ) , int (round(255
*

H

[ 1 ] ) ) , int (round(255
*

H[ 2 ] ) ) )

img . save ( f ’hue_{ i } . png ’ )

matrix_plot ( matrix ( IntegerModRing (p) , mw) , cmap=’magma ’ ) . save

( f ’ { i } . png ’ , dpi =250)

return

def main ( argv ) :

hrbr ( I n t e g e r ( sys . argv [ 2 ] ) , I n t eg e r ( sys . argv [ 3 ] ) )

i f __name__ == ’__main__ ’ :

main ( sys . argv )

5. Многочлен Чебышева первого рода через многочлены Кравчука

’Chebyshev polynomials’

def my_cheb(x , n) :

r s l t = 0

for s in range (0 , n+1) :

for k in range (0 , n+1) :

r s l t += (−1)
**

(k )
*

binomial (2
*

n , 2
*

k )
*

krawtchouk (k , s ,

n )
*

x
**

s

return r s l t /(2
**

n)
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